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Поставлена и решена численным методом задача моделирования тепловых процессов в ходе 
криозаморозки объектов биологического происхождения, в частности, пищевых продуктов. 
Сформулирована математическая модель в виде уравнения баланса теплоты (уравнение 
теплопроводности) и произведена его численная реализация методом конечных разностей. Для 
максимальной информативности решения, его анализа и более широкого варьирования спектра 
параметров задачи, написана программа расчета процессов в объекте на языке программирования 
Фортран. В качестве граничных условий заданы: постоянная температура на поверхности 
теплоотвода – граничное условие I рода; тепловой поток постоянной плотности на этой 
поверхности –  граничное условие II рода. Зависимость теплофизических свойств биологических 
тканей от искомой температуры вносит в уравнение теплопроводности существенную 
нелинейность и делает решение задачи аналитическими методами трудно реализуемым. 
Рассмотрены три стадии процесса криовоздействия на объекты различной геометрической 
формы: охлаждение материала до криоскопической температуры, замерзание жидкой фазы, 
охлаждение льда до требуемой температуры. Применение предложенной методики позволяет 
прогнозировать режим охлаждения с целью достижения в заданных точках объекта необходимой 
температуры за заданное время. Такие технологии позволяют при меньших энергозатратах 
получать продукты и объекты высокого качества с сохранением большинства их нативных 
свойств, биологически активных элементов, реализовывать энергоресурсосберегающие процессы. 
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The task of modeling thermal processes during cryogenic freezing of the objects of biological origin 
(in particular, the foodstuff) is formulated and solved by numerical methods. Mathematical model 
of cryofreezing for biological objects in the form of heat balance equation (heat conductivity equation) 
is presented and its numerical realization is made by the method of final differences. To ensure the 
information value of the solution propsed, its analysis, as well as the possibility of greater variation 
and changes in the range of the task parameters in the research process of cryogenic freezing, our own 
calculation program of the object processes is written in Fortran.  The following parameters are chosen 
as the boundary conditions: constant temperature on the heat removal surface which is the boundary 
condition of the type I, and constant density heat flow on this surface which is the boundary condition 
of the type II. The dependence of thermophysical properties of biological tissues from the target 
temperature contributes significant nonlinearity to the thermal conductivity equation and makes 
it difficult to solve the problem by analytical methods. Three stages of cryogenic freezing for the objects 
of different geometric shapes are considered: cooling the material to the cryoscopic temperature, 
freezing the liquid phase, cooling the ice to the desired temperature. The application of the technique 
proposed allows forecasting the cooling regime for the purpose of the necessary temperature 
achievement in the specified points of the object in the given time. Thus, at the relatively lower energy 
consumption, such technologies allow to obtain products and high quality objects while preserving 
most of their native properties, biologically active elements, and to implement energy-saving processes. 
Keywords: cryogenic freezing; heat balance; thermal conductivity equation; boundary conditions; thermophysical 
properties; numerical solution. 
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Введение 

Криовоздействие на биоткань заключается в обработке биологических объектов при 
использовании криогенных температур (ниже 120 К). В настоящее время такая технология представляет 
собой перспективное направление развития медицины, биологии, пищевой промышленности и других 
отраслей экономики [1]. Актуальность вопроса расширяется и глубже раскрывается особенно на фоне 
растущего спроса на технологии повышения операционной эффективности технологических процессов 
в медицине и пищевой промышленности [2–5]. 

Например, максимальная линейная скорость замораживания из ряда изучаемых режимов 
холодильной обработки пищевых продуктов обеспечивается на уровне 4,5·10–6 м/с, что 
по классификации соответствует средней скорости процесса [6]. Как известно, технологический процесс 
криообработки сопровождается меньшими по сравнению с традиционными методами энергозатратами, 
и в пищевой промышленности позволяет получать продукт высокого качества с сохранением 
большинства биологически активных веществ, реализовывать энергоресурсосберегающую технологию, 
приближаясь к безотходному производству [7]. 

Максимальный эффект от шоковой заморозки может быть достигнут при управлении скоростью 
процесса, а следовательно разрушением межклеточной структуры и дегидратацией в заданных областях 
замораживаемого объекта. Для этого следует соответствующим образом изменять условия охлаждения 
и оценивать состояние объекта по всему его объему.  

Анализ литературных источников показывает что, информации о системах моделирования 
процесса заморозки в реальном времени недостаточно. Поэтому моделирование управляемого 
нестационарного процесса промерзания с целью определения оптимальных высокоэффективных 
режимных параметров криоохлаждения объектов биологического происхождения является ключевой 
проблемой для достижения поставленных целей.  

Объекты исследования 

Постановка задачи. В процессе рассмотрения постановки задачи будем учитывать возможность 
дальнейшего развития и распространения предлагаемого подхода на более сложные структурные 
и содержательные варианты, проведение оптимизации по различным критериям расширенного 
диапазона, поиск и предложение инновационных патентоспособных решений. 

Охлаждаемый объект представляет собой некое полуограниченное (рисунок 1, а) или 
ограниченное (рисунок 1, б) тело, от некоторой поверхности которого средствами криогенных 
технологий отводится теплота при постоянной температуре T0 (граничное условие I рода) или 
постоянной плотности теплового потока q0 (граничное условие II рода). Возможно и более сложное 
задание этих граничных условий (ГУ), когда они являются функцией времени: T0 = T0(τ) или q0 = q0(τ). 

 

 

Q Q 

а                                                                          б 
z z 

r r 

     Рисунок 1 – Расчетная схема объекта: 
– поверхность теплоотвода; 
– поверхность теплообмена с окружающей средой; 

– граница раздела фаз 
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В процессе охлаждения часть тела претерпевает фазовый переход из условного жидкого 
состояния в твердое, т.е. происходит процесс льдообразования.  

Необходимо построить математическую модель и реализовать соответствующий алгоритм для 
расчета процесса нарастания льда в объекте. Иными словами, следует решить нестационарную задачу 
теплопроводности с учетом фазового перехода, скачкообразного изменения теплофизических свойств 
материала и наличия перемещающейся границы раздела фаз внутри объекта. 

Полубесконечное тело. Рассмотрим вариант осесимметричной относительно оси z задачи. Тогда 
при условии однородности материала объекта можно рассматривать двумерную задачу 
в цилиндрических координатах r–z, и для анализа описанного процесса следует решить двумерную 
нестационарную задачу теплопроводности, традиционно описываемую с помощью дифференциальных 
уравнений математической физики в частных производных с граничными и начальными условиями [8]. 

Решение такой задачи является самостоятельной проблемой. С целью обеспечения 
максимальной эффективности анализа и возможности изменения большинства параметров 
в процессе исследований, предлагается не использовать стандартные пакеты типа ANSYS, а написать 
собственную гибкую программу на языке Фортран. 

Граничные и начальные условия. Рассмотрим математическую формулировку задачи для 
схемы, приведенной на рисунке 1, а.  

Необходимо рассчитать температурное поле  , ,T r z   2 , ,T r z  . В начальный момент времени 

τ = 0 температура во всех точках объекта одинакова и равна   0, ,0T r z T . В определенный момент 

расчетная зона разделяется на две части с различным фазовым состоянием и соответствующим 
распределением температур:  1 , ,T r z  – для твердой фазы (лед) и  2 , ,T r z   – для жидкой фазы.  

Для определенности рассмотрим следующие граничные условия (рисунок 2): 
– граничное условие I рода на поверхности теплоотвода 

   х, , constT r z T   , при 00; 0z r r   ; (1) 

– условие теплоизоляции (II рода) на внешней поверхности 

 
( , , ) 0dT r z
dz


 , при 00;z r r  ; (2) 

– условие неразрывности теплового потока на границе раздела фаз F1  

 1 2
1 2

( , , ) ( , , )dT r z dT r z
dn dn

 
   , при 1,r z F , (3) 

где 1 2,   – коэффициенты теплопроводности соответствующих областей, Вт/(м·К);  

       n – нормаль к поверхности F1; 
– условие симметрии относительно оси 0–z, т.е. отсутствие теплового потока через эту границу 

 
( , , ) 0dT r z
dr


 , при 0r  ; (4) 

– условие постоянства температуры на поверхности F2 вдалеке от зоны охлаждения 

   0, , constT r z T   , при r, z F2 2,r z F . (5) 



Научный журнал НИУ ИТМО. Серия «Процессы и аппараты пищевых производств»           № 1, 2017 

12 
 

Рисунок 2 – Граничные условия: 
r0 – радиус поверхности теплоотвода; F1 – поверхность фазового перехода; F2 – удаленная поверхность прекращения 

расчета (нулевого градиента температуры) 

Уравнение теплопроводности. Запишем уравнение теплопроводности для сформулированной 
задачи [9–12] 

 
     2 2

2 2
, , , , , ,

p v
dT r z d T r z d T r z

c q
d dr dz

   
     

   
, (6) 

где pc  – удельная теплоемкость, Дж/(кг·К);  

      ρ – плотность, кг/м3;  
      vq  – объемная плотность тепловыделений при фазовом переходе (теплота кристаллизации), Вт/м3. 

Давление всей системы принимаем постоянным, равным атмосферному. Теплофизические 
свойства объекта охлаждения, рассчитываемые по рекомендациям в существующих литературных 
источниках [13], приведены в таблице 1.  

Зависимость теплофизических свойств от искомой температуры вносит в уравнение 
теплопроводности существенную нелинейность. 

Таблица 1 – Теплофизические свойства биологических тканей в зависимости от температуры  

Свойство Значение 

теплопроводность λ, Вт/(м·К) 
0,5 при T > 273 K; 

15,98–0,0567T при 273 K > T > 251 K; 
1005T–1,15 при T < 251 K 

объемная теплоемкость C, кДж/(м3·К) 
3600 при T > 273 K; 

15,44 при 273 K > T > 251 K; 
3,98T при T < 251 K 

скрытая теплота r, МДж/м3 300 

теплоприток от прохождения (перфузии) крови 
wbCb, кВт/(м3·К) 

40 

Методы исследования 

Как отмечалось ранее, для максимальной информативности модели и эффективности анализа, 
а также возможности варьирования большинства параметров задачи в процессе исследований, была 
написана собственная гибкая программа на языке программирования Фортран. 

Применение метода конечных разностей. В описанной выше постановке наиболее эффективным 
способом решения задачи представляется численное решение приведенных уравнений методом 
конечных разностей [14]. 

z 

r 0             r0 

Лед 

Жидкость 

 1 , ,T r z 

 2 , ,T r z 

хT

1F

2F
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Построим сеточную модель расчетной области. Обозначим индексом i номер текущего узла 
по координате r, индексом j – по координате z, индексом k – номер текущего временного слоя (шага 
по времени τ). 

Перейдем от поля температур  , ,T r z   к сеточной функции i j kT , , . 

Для упрощения вида разностного уравнения введем обозначения: 

i j k iT T 1, , 1 ;   i j k iT T 1, , 1 ;   i j k jT T , 1, 1 ;   i j k jT T , 1, 1 ;   i j kT T, , ;   i j kT T , , 1 . 

Обозначим шаги по координатам и по времени соответственно , иr z   . 
По координате вторая производная может быть аппроксимирована разностью вперед, 

разностью назад и центральной разностью. Окончательный выбор аппроксимации производится 
в результате численного эксперимента. Зададимся центральной разностью  

2 2
1 11 1

2 2 2 2

22 ; j ji i T T TT T TT T
r r z z

  
   

 
   

. 

Соседние узлы могут принадлежать подобластям с различающимися теплофизическими 

свойствами. Тогда, например, для 
2

2
T

r





 следует записать 

   2

2 2
i i i iT T T TT

r r
       

 
 

1 1 1 1 . 

Используя центральные разности, получаем уравнение теплопроводности в разностной форме 

 
         

   
1 1 1 11 1 1 1

2 2
j j j j vi i i i

p

a T T a T T q Ta T T a T TT T
c T Tr z

           
  

  
, (7) 

где  pa c    – коэффициент температуропроводности, м2/с. 

Объемную плотность источника теплоты в процессе фазового перехода определяем с учетом 

скрытой теплоты при замерзании вещества vq r / , Вт/м3. 

Преобразуем уравнение (7) 

 
       1 1 1 11 1 1 1

2 2
j j j ji i i i

p

a T T a T Ta T T a T T rT T
cr z

      
      
             

, (8) 

Это уравнение годится для любого фазового состояния; при переходе в иное фазовое состояние следует 
соответственно изменить значения коэффициента температуропроводности, теплоемкости и плотности 
и учесть последнее слагаемое.  

Введем нумерацию для обозначения различных геометрических элементов рассматриваемой 
области в разрабатываемой программе Фортран (рисунок 3). 

Перепишем граничные условия (1)–(4) в конечных разностях. 

 0 х constjT T   , при 00 r r  ; (9) 

 1 0 0j jT T
z

 



, при 0r r ; (10) 

 1 1
1 2

i iT T T T
r r

  
  

 
; 1 1

1 2
j jT T T T

z z
  

  
 

, при T = 0; (11) 

 1 0 0i iT T
r

 



. (12) 
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Рисунок 3 – Нумерация обозначений геометрии расчетной области в программе: 
1 – внутренняя область (тело); 2 – граница теплоотвода; 3 – теплоизолированная граница; 4 – теплоизолированная 

граница (ось симметрии); 5 – граница раздела фаз; 6 – условная внешняя граница 

Здесь на границе фазового перехода вместо производных по нормали используются 
их проекции на оси r и z. Граница фазового перехода определяется динамически из условия T = 0°С. 
Записи i = 0, j = 0 в сеточной модели означают узлы на границах r = 0 и z = 0, соответственно; i = 1, 
j = 1 – соседние узлы внутри тела. 

Особенности расчета фазового перехода. Рассмотрим процесс перехода элемента объекта 
из «жидкого» состояния в «твердое», т.е. процесс замерзания. Будем условно называть состояние 
элемента «жидкость» и «лед». Выделяем 3 этапа: охлаждение жидкости, замерзание, охлаждение льда.  

Считаем, что процесс замерзания начинается при достижении элементом температуры 0°С. 
В результате применения уравнения (8) можно определить продолжительность каждого этапа. 

1. Охлаждение жидкости от T до T′=0°С. 

       1 1 1 11 1 1 1
12 20 j j j ji i i i a T T a T Ta T T a T T

T
r z

      
     
    

   
, 

откуда 

 
       1

1 1 1 11 1 1 1
2 2

j j j ji i i i

T
a T T a T Ta T T a T T

r z
      

  
    


 

. (13) 

2. Замерзание жидкости при T′=T=0°С. 

1 1 1 11 1 1 1
22 20 j j j ji i i i

p

a T a Ta T a T r
cr z

        
       

, 

откуда 

 
 

2
1 1 1 11 1 1 1

2 2

p

j j j ji i i i

r c
a T a Ta T a T

r z
      


  




 

. (14) 

3. Охлаждение льда от T=0°C до T′ 

1 1 1 11 1 1 1
32 2

j j j ji i i i a T a Ta T a TT
r z

            
  

, 

откуда 

z 

r 

1 

5 

6 

1 

2 3 

4 
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1 1 1 11 1 1 1

2 2
j j j ji i i i

T
a T a Ta T a T

r z
      


 




 

. (15) 

Таким образом, применение уравнений (13)–(15) позволяет разбить временной шаг Δτ 
на определенные части и избежать необходимости применения граничных условий (11), учитывая 
однако скачкообразное изменение теплофизических свойств на этой границе. 

Следует заметить, что приведенные соотношения применимы и для обратного процесса 
превращения льда в жидкость, при этом при определении величины   следует изменить знак 
на противоположный, а температура со временем будет увеличиваться. 

Обсуждение результатов 

Особенности расчета в области «жидкого» состояния. За границей раздела фаз 5 (рисунок 3) 
начинается область жидкого состояния, которая простирается до границы 4 и далее, где температура 
остается неизменной и равной T0. В математическом смысле эта граница удалена в бесконечность. 
В физическом смысле можно считать, что граница достигнута, когда разница температур между двумя 
соседними вдоль координаты элементами (узлами разностной сетки) становится меньше заданного 
минимального значения, например ΔTmin = 0,001°С. Тогда граничное условие (5) в разностной форме: 

 1 1;i jT T T T T T      min min . (16) 

Система разностных уравнений (8)–(10); (12)–(16) является замкнутой и позволяет численным 
методом получить поле температур для сформулированной задачи. В соответствии с этими 
уравнениями разработан алгоритм и компьютерная программа, которые не являются предметом 
рассмотрения данной статьи. 

Рисунок 4 иллюстрирует передвижение границы раздела твердой и жидкой фаз для следующих 
условий: шаг сетки по обеим координатам 1 мм; шаг по времени 0,1 с; радиус поверхности теплоотвода 
(криовоздействия) 4 мм; температура криовоздействия соответствует азотному уровню (–196°С); 
начальная температура биомассы 20°С. 

 

Рисунок 4 – Расчетное положение границы раздела фаз 

Рисунок 5 отражает одну из важнейших характеристик процесса – скорость промерзания до 
заданной температуры на заданную глубину. Данное семейство кривых хорошо согласуется 
с известными экспериментальными данными, приведенными например в [15–16], что подтверждает 
адекватность представленной модели. 
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Рисунок 5 – Динамика изменения температуры биообъекта на различном расстоянии от места 
криовоздействия 

Осесимметричное тело произвольной формы. Рассмотрим теперь более сложный вариант 
(рисунок 1, б). Расчетная схема приведена на рисунке 6. При этом в модель внесен ряд изменений. 

Вместо граничного условия (5) на внешней границе 6 используется условие теплоотдачи при 
теплообмене на внешней поверхности (ГУ III рода).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 6 – Расчетная схема объекта: 

–  поверхность теплоотвода; 
–  поверхность теплообмена с окружающей средой; 
–  граница раздела фаз; 
–  теплоизоляция 

 

Рассмотрим эллипсовидную форму сечения. Поверхность теплоотдачи описывается 
уравнением 

 
 22

2 2+ = 1
z cr

a b


, (17) 

где a и b – большая и малая полуоси, соответственно; c – сдвиг большой полуоси эллипса вверх 
относительно оси z = 0. 

40

0

–40

–80

–120

–160 0           50         100         150         200         250 

T, °С 

τ, с 

5 мм 

10 мм 

15 мм 

20 мм 



Научный журнал НИУ ИТМО. Серия «Процессы и аппараты пищевых производств»           № 1, 2017 

17 
 

Тогда граничное условие на внешней границе 

 ос
( , , )dT r z T T
dn


    , при выполнении (17). 

В конечных разностях граничное условие на внешней границе: 

 1
ос

iT T T T
r

 
   


. 

Окончательно получаем, учитывая, что  r = (i –1)Δr  и z = (j –1)Δz: 

 1 осiT rTT
r

 


 
, при 

    22= 1
1

bz a i r c
a j

      
. (18) 

Кроме того, из системы исключается уравнение (16). 
Альтернативным вариантом моделирования объекта с неправильной формой тела является 

задание массива координат (r, z) и численная аппроксимация по этим точкам кривой, описывающей  
теплоотдающую поверхность тела. 

Рассмотрим следующий пример: ∆r = 4 мм; ∆z = 4 мм; ∆τ = 0,2 с; a = 10 см; b = 8 см; 
c = 1 см; r0 = 4 см; T 0 = 20°C; Tх = –196°C; Tос = 20°C; α = 10 Вт/(м2·К).   

В результате моделирования получено нестационарное распределение температуры в объекте. 
На рисунке 7 проиллюстрирован процесс промерзания биомассы для рассматриваемого примера. 
Изменение всех вышеперечисленных параметров (за исключением шагов разностной сетки) 
позволяет всесторонне исследовать данный теплофизический процесс. Так, например, при 
проведении численных экспериментов наблюдалось и рассчитывалось уменьшение скорости 
изменения температуры в области границы фазового перехода. 

 

Рисунок 7 – Динамика передвижения изотерм процесса промерзания биомассы: 
                                                       – граница между твердой и жидкой фазами (T = 0°С); 

– граница распространения температурного воздействия (T = 20°С) 

Выводы 

Разработанная модель позволяет исследователю численно определять время промерзания–
оттаивания объекта (перехода в состояние «льда» и обратно) в заданной геометрической области, 
в заданной точке. Простая программная реализация модели дает возможность использовать ее для 
оптимального выбора режимных и конструктивных параметров процесса в приложении к самому 
широкому спектру биообъектов. Результатом применения представленной методики является 
повышение эффективности использования основных преимуществ криотехнологий для заморозки 
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биообъектов, в частности продуктов питания [17]: скорость оценки результата заморозки на порядок 
выше скорости самого процесса заморозки, поэтому включение системы оценки результата 
криовоздействия в реальном времени позволяет автоматизировать управление процессом 
заморозки, минимизируя энергозатраты, стоимость установки, незапланированное разрушение 
клеточной структуры объекта.  

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №16-38-00728 мол_а) 
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